Koordinatentransformation

Vereinbarung zur Nomenklatur: Bei mehrfachen Transformationen wird die ubliche Lese-
richtung "von links nach rechts™ benutzt.

{Im Folgenden sind Zahlenangaben jeweils gerundet}

Koordinaten Transformation (Wiederholung fur Einsteiger)
{Behandlung in R%}

1. Translation
Gegeben seien 2 Koordinatensysteme mit gleicher Orientierung.

Ein Punkt P hat im System A die Koordinaten p = (i)
{In der Skizze ist dafurr der Koordinatenursprung A gezeichnet.}
Ein System B istum t = (g) gegeniiber A verschoben.

(Triviale) Verstandnisfrage: Welche Koordinaten  y
hat der Punkt P im System B, wenn der Ursprung

(von A nach B) und der Punkt P um t verschoben
werden? Naturlich dieselben!

{Koordinaten sind stets Angaben der Entfernung relativ

zum Ursprung des Systems.} |

Welche Koordinaten hat P im System B, wenn y
der Punkt an derselben Stelle (beztglich eines 4
Ubergeordneten Systems) bleibt? T

Wenn nur der Ursprung verschoben wird, also
b =a + tist, gilt fur die Punktkoordinaten
p'=p-t

{p'= (_15) H"kontragrediente" Transformationen}

Da nur Additionen der Koordinaten vorkommen, ist unmittelbar einsichtig, dass bei Wieder-
holungen die Translationen additiv sind.

Kommt man von A nach B durch +T1 + T2 gilt fiir den Punkt p* =p - t1 - to.

2. Rotation

Wird ein Punkt P um einen Winkel o gedreht, lasst sich die Drehung D(a) unter Verwendung
einer Matrix einfach berechnen.

e (X _ _(cos (o) —sin (a)) X
= (y’) =Dl p= (sin () cos (a) (y)
{Dabei gelten Konventionen: Positiver Winkel bedeutet eine Drehung im Gegenuhrzeigersinn und die Drehung
erfolgt um den Koordinatenursprung.}

Drehung Punkt um o = 40°; p = (i) p'= (é%g)
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Wie bei der Translation erwarten wir, dass bei einer Drehung des Koordinatensystems (um
den Ursprung) um +a flr die Koordinaten eines Punkts eine Drehung um —a. zu berechnen
ist. {"kontragredient"}

Drehung Achsensystem um a = 40°;
. _ (6,40
P= (i); P = (0,15)

Ausgangssystem  gedrehtes System
Der Punkt bleibt an derselben Stelle.

{Zu beachten ist, dass die Koordinaten dann im gedrehten System abzulesen sind! In Bezug auf ein (ibergeord-
netes System bleibt der Punkt an derselben Stelle. Die Zahlenangaben "Koordinaten" beziehen sich aber jeweils
auf ein Koordinatensystem und &ndern sich.}

Zwei nacheinander durchgefiihrten Drehungen D(o) D() bewirken (unmittelbar anschaulich)
dasselbe wie eine Drehung D(a + f3).

{Eine Recheniibung ist, dass dies bei einer Multiplikation der Matrizen bestatigt wird. Beim Vergleich miissen
nur die Formeln fir sin(a + ) und cos(a + ) beachtet werden.}

Ebenso (unmittelbar anschaulich) einsichtig ist, dass wenn ein um o gedrehtes System "1"
und ein um B gedrehtes System "2"vorliegen, eine Drehung vom System "1" in das System
"2" eine Drehung um den Differenzwinkel § - o ist.

Wenn wir den Alltagsausdruck "inverse Operation” in den mathematischen Formalismus
Ubersetzen und D als inverse Matrix zu D benennen, zeigt sich, D*(a) gleich D(-o.) ist.
{"Rechenubung" wére hier der Fall Drehung und danach Riickwartsdrehung.

Dann sieht man, dass D(a) D} (o) = D(ar) D(-ar) = E.

E ist die Einheitsmatrix, E = ((1) (1)) Anwendung von E &ndert die Punktkoordinaten nicht.}

3. Kombination Translation / Rotation
Ublicherweise sagt man, ein Punkt ist "gedreht und zusétzlich weiter entfernt". Fiir eine Rechnung muss man
etwas praziser sein. Die Reihenfolge der beiden Transformationen spielt eine Rolle. Auch der Drehpunkt muss
beachtet werden. Bezogen auf die Alltagssprache sollte aber stets derselbe Endpunkt erhalten werden.
Ohne lange Uberlegungen sieht man, dass die Kombination "DT"" - zuerst Drehung dann
Translation - nichts Neues bringt. Der erste Schritt ist eine Rotation des Punkts P um den Ur-
sprung. Im zweiten Schritt wird eine Translation vom erreichten Zwischenpunkt an den End-
punkt Q durchgefuhrt.
{Die Vorgabe aus der Alltagssprache ist voll erftllt.}
Interessant ist die Kombination "TD" - zuerst Translation dann Drehung dann Translation. Zu
beachten ist: Unsere Rechenvorschrift - Anwendung der Matrix D - setzt voraus, dass damit
eine Drehung um den Koordinatenursprung beschrieben wird.
¢ Wenn wir einfach T D rechnen, folgt ein anderer Punkt als bei der Operation D T!
Die Drehung geschieht fir den nach der Translation erreichten Punkt.
{Zur Veranschaulichung unten Skizzen.}
¢ Wenn wir denselben Endpunkt wie fir D T erreichen wollen, Gberlegen wir. In unserem
Formalismus haben wir nur eine Drehmatrix D fir eine Drehung um den Ursprung!
Einsichtig ist folgender Weg: Wir sorgen daftir, dass wir den Ursprung als Drehpunkt haben,
drehen und gehen dann wieder zurlick. Fir diese Hin- und Riickverschiebung wird eine
Translation T2 verwendet. In Formeln rechnen wir dann also anstelle von T D etwas langer T
T>1D Toa.
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Es bleibt die Frage, was nun Tz ist. Fiir einen Punkt allein ist das ganz einfach. Mit T wird
der Punkt P in den Ursprung verschoben. Damit ist einfach T2=T. In T T D T folgen T und
T-1 dann direkt nacheinander. Dies bedeutet, dass wir auf diese beiden Wanderungen verzich-
ten konnen. Im Fall "TD" also bei richtiger Durchfiihrung von D dasselbe Resultat wie vorher
fur"DT"!

y
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eQ
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\ \ X
"DT™ "TD"
1. Drehung liefert Zwischenpunkt Z 1. Translation liefert Zwischenpunkt Z1
2. Translation liefert Endpunkt Q 2. Drehung liefert Zwischenpunkt Z2 (nicht Q!)

Wenn wir fiir "TD"" richtig rechnen, also T T-1 D T verwenden, bedeutet das bildlich im ers-
ten Teil T T-! eine Riickverschiebung von Z1 nach P. Dann liegt wieder dieselbe Situation wie
im linken Bild vor, und die Fortflihrung ist auch bildlich D T.

Zahlenbeispiel (passend zur Skizze)
—(2\.+=( 3\ ., —an0
p= (1) t=(g5) x=20"

or 0= L) ()=0 e ()

"TD™: p+t= (1?5); D(p+0)= (i:ggg) =22

Die Rechnung fir den richtigen Punkt Q brauchen wir nicht mehr durchzufthren.
p + t - tund dafur D ist dasselbe wie sofort D p.
¢ Wie hangen der nicht gefragte Punkt Z2 und der gesuchte Endpunkt Q zusammen?
Mit einer kurzen formalen Betrachtung und aus der Skizze ist der Fehler erkennbar. In der
Variante T D drehen wir bei der Drehung von Z1 mit D um den Ursprung. Es wird also auch
der Translationsvektor t mitgedreht.
¢ ¢ (1) Eine erste Moglichkeit ist, hinterher zu korrigieren:
Im Fall "DT" ist das Ergebnis D p + t. {Keine Korrektur fir "DT" notig}
Im Fall " TD" wird D angewandtaufp +t. D (p +t) = D p + D t. {Distributivgesetz}

Wir mussen daher auf Z2 anwenden: + tund - D t.
{Addieren der richtigen und Entfernen der falschen Terme.}
Dies ist in der Skizze auch ersichtlich.

{D tist skizziert, und - D t zeigt dann in die Gegenrichtung.}

¢ ¢ (2) Eine zweite Moglichkeit ist, die fehlerhafte Drehung D t schon anfangs zu korrigie-
ren: Anstelle von t addieren wir im ersten Schritt D! t. Es entsteht der Zwischenpunkt Zs.
Auf diesen kénnen wir D anwenden. Dann folgt D (p + D't)=Dp+DD't=Dp +t.

{Dies ist identisch zum Resultat fir "DT".}
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(1): Korrektur von Z> (2): Anderung der 1. Translation
+t/-Dt + D1 tstatt + t / dann D auf Z4

im Zahlenbeispiel:
“TD" (1): z2= (2,866); t= ( 3 ); Dt= (1,977); Zp+t-Dt= (3,889) =q M

4,363 0,5 2,311 2,552
o @ =gk a7e) (05) = (i) P=(0)
P+ @19 (S54s)
O+ 0*0=(gges o7es ) (“oms) = (2552)*

Beispiel 2 Punkte

: . : y
Es liegen ein Anfangspunkt A und ein Punkt 4 oQ
P vor. Nun soll als neuer Punkt Q entstehen: | °\
P ist mit dem Winkel oo um A gedreht und 9\. p

eine Strecke t verschoben. In der Alltags-
sprache ist keine Reihenfolge festgelegt. Im
Formalismus muss wieder beachtet werden,
wie "DT" und "TD" zu errechnen sind.

» X

Fur die Anwendung von D brauchen wir jeweils den richtigen Drehpunkt. Eine erste Uberle-
gung macht die Sache ganz einfach! Wenn wir als ersten Schritt alle Punkte so verschieben,
dass A im Ursprung liegt, haben wir graphisch genau dieselbe Situation wie vorher (fur nur
einen Punkt P). Etwas mehr "mathematisch™ gesprochen, filhren wir eine Koordinatentrans-
formation durch. Erst am Ende missen wir diese umkehren, wenn die Koordinaten im Aus-
gangssystem gefragt sind.
Wir wéhlen den "ublichen” Weg, bei der Anwendung von D den richtigen Drehpunkt zu defi-
nieren.
"DT":D(um A) — Translation T

T DT(a) —> TranslationT

{Damit ist fur die Drehung D als Drehpunkt A festgelegt.}

{Als Abkirzung kénnen T(a) und T im Gesamtausdruck zusammengefasst werden.}
"TD":"Elegantere” Variante (2)

Anstatt T gedrehtes T verwenden! — D(um A)
T =D!T — T%a) D T(a)
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Zahlenbeispiel

2= Q== (Bumw
0,866 —0,5
D(a):< 0,5 0,862)

Fur die Rechnung mit Vektoren ist zu verwenden: T(a) =>a, T = t

¢ Weg "DT"":

p-a= (g) D(a) (p-a) = (gégé) D(a) (p-a)+a+t= (; (2)33) -
¢ Weg "TD" (2):

-1 o= (48 32) 3 (55
o= (02,

p+t-a= (égég) {Vorbereitung fiir Drehung um A}

. (0866 —05)\ 1,018y _/—1,768\
D(e) (p+t-2)= ( 0,5 0,866) (5,299) = ( 5,098 )

Do) (p+t-a)+a= (égg;) = ¢ {Ruickgangigmachen der Verschiebung fiir die Anwendung von D}
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