Kugel - Tangentialebene und Tangentialkegel

6. Tangentialebene an einem Punkt
7. Tangentialkegel von einem Punkt (Pol) aus

6. Tangentialebene an einem Punkt, ""Tangente"

6.1 Beruihrungspunkt gegeben

Die Tangentialebene steht am Beriihrungspunkt senkrecht auf dem Vektor Kugelmittelpunkt
zu Berlhrungspunkt. Damit kdnnen praktisch unmittelbar die Normalenform und die
Koordinatengleichung angegeben werden. Fir eine Parameterform der Ebene ware eine
weitere Rechnung notig.
Kann eine Tangente an einem Punkt angegeben werden? Ja! Kann "die Tangente" angegeben
werden? Nein! Jede Gerade, die in der Tangentialebene liegt, ist eine Tangente.
Es gelten dieselben Orthogonalitatsbedingungen wie im Fall Kreis / Tangente.
Berechnung also mit (x - m)-(p - m) = r? oder (x - p)-(p - m) =0
Beispiel: Kugel mit M(1 | 2 |3), r = v/11. Berlihrpunkt auf der Kugel P(4 | 3 | 2).
Damitp-m:<§>:n; p-n=12+3-2=13;
-1

(x - p)-n =0 fur Normalenform; n und p-n fiir Koordinatengleichung
Normalenform: lx— @]( f ) =0

2 1
Koordinatengleichung: 3x +y -z =13

Zur Erzeugung der Parameterform kann fur die Richtungsvektoren, u L nund v L n, ein "Standardrezept" benutzt
werden.

nx —ny 0
n=(ny>—>u=< nx ),v=<—nz>
nz 0 ny
4 -1 0
Parameterform: x = (3) +s ( 3 ) +t (1)

2 0 1
Eine der (unendlich vielen) Tangenten ware u.

6.2 Nachbemerkung: Ist die Rechnung auch mit Analysis méglich?

— Nur um zu zeigen, dass es mdglich ist, nicht als zweckmafRiger Lsungsweq!

Es muss eine Funktion z(x,y) erstellt werden. (Im allgemeinen Fall etwas umsténdlich.)
Dann werden die partiellen Ableitungen benotigt: zy = 0z/0x und zy = 0z/0y.

Der Beriihrungspunkt sei P(Xo | Yo | Zo)-

Fur die Tangentialebene an der Stelle (Xo, Yo) gilt damit allgemein

Z(X,y) = Z(X0,Yo) + Zx*(X = Xo) + Zy+(Y - Yo) (6.1)
Z(Xo,Yo) ist gleich der z-Koordinate des Beruihrungspunkts.

Die Auflosung von (6.1) liefert eine (lineare) Gleichung in x,y,z - also die
Koordinatengleichung einer Ebene.
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Beispiel

(Wie vorher): Kugel mit M(1 | 2 |3), r = v11. Bertihrpunkt auf der Kugel P(4 | 3 | 2).
Die Kugelgleichung wird umgestellt auf z = z(x,y).

2 =3+ {2x + 4y -x° - y* + 6}

Am Berlihrungspunkt X = X, =4,y =y, = 3 folgt fir "+" z =4, fur "-" z = 2.
Beide Werte geniigen der Kugelgleichung (x - m)? = r!

Der Teil zur z-Koordinate hat dann den gleichen Wert (4 - 3)% bzw. (2 - 3)%

Zum angegebenen Beruhrungspunkt passt "-".

Dafiir sind die partiellen Ableitungen

zy=(x- 1)/ {2x + 4y -x*- y* + 6}2 und z, = (y - 2) / {2x + 4y -x* - y* + 6}2
Mit Einsetzen der Zahlenwerte X, = 4 und y, = 3 ist

Zx(X0,Yo) = 3 und zy(Xo,Yo) = 1

Z(Xo,Yo) Muss nicht mehr berechnet werden.

Daraus durch Einsetzen und Umordnen:

z2=2+3(x-4)+1(y-3) >E:3x+y-z=13 4

6.3. Umkehrung: Ist eine Ebene auch eine Tangentialebene?
(Mit Hinweis auf mdgliche Fluchtigkeitsfehler bei der Bearbeitung)

Ein Punkt der Ebene muss dann auch der Beriihrpunkt sein. Dies ist moglich, wenn die Ebene
den Abstand r vom Kugelmittelpunkt hat. Zur Berechnung des Abstands wird die Normale
bendtigt.
In der Normalenform und der Koordinatengleichung ist n direkt ablesbar. In der
Parameterform wird n = u x v gerechnet.
Falls gewunscht, kann der Beriihrpunkt als Schnittpunkt Ebene / Normale errechnet werden.
Beispiel
Kugel mit M(2 | -3 |5), r = v/84. Ebene E: x + 4y - 2z = 22
E: (x-a)-n=0oderx-n=a:n
Aus der Ebenengleichung:
n:<41;>; In| =+21; a:n =22

-2
Vorsicht! Wir argumentieren: P sei der Bertihrpunkt; dann ist (p - m) orthogonal zur Ebene.
Dann ist (p - m) auch eine Normale; also ist dies gleich unserem n. Weil |n| £, ist E keine
Tangentialebene. — Es ist aber doch eine! Wo ist der Fehler?
Richtig ist, dass (p - m) eine Normale ist, aber jedes Vielfache davon hat dieselbe Richtung,
ist also auch eine Normale! Unser in der Ebenengleichung eingesetztes n ist ein solches
Vielfaches!
= Wir mussen also tatsachlich auch den Abstand Kreismittelpunkt / Ebene berechnen!

Mit "Hesse-Formel™: d = (a - m)-n,; dabei ist a irgendein Punkt auf E
2 1

d =a.no-m.no=22/M-<_3>-(4)/m={22+20}/\/H) =84 /84 = 84
5/ \-2

Abstand = Kreisradius = E ist Tangentialebene

Der Abstand |p - m| ist ,/84/21 mal groRer als die Lange unseres vorhandenen n.
Damitistp=m+2n= (—23++28> = <§> (BerUhrpunkt)

5-4 1
Alternativ benutzen wir die Standardmethode zur Schnittpunktbestimmung, Einsetzen der
Geradengleichung in die Ebenengleichung.
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2
Gerade durch m mit Richtungsvektor n: g: x=m +tn = (—3—:-t4t>
5-—2t

ginE: (2+t)+4(-3+4t)-26-2t)=22 > 21lt=42 >t=2
p = m + 2n (gleich wie oben berechnet): <§> (Beruhrpunkt)
1

Zusatzfrage: Ist es méglich, dass die Ebene die Kugel im Punkt P schneidet, dort also der richtige Abstand r vorliegt, aber die
Ebene trotzdem keine Tangentialebene ist?

JA! Als "Abstand einer Ebene" ist immer der senkrechte (!) Abstand zum Punkt definiert. Wenn am Punkt P die Ebene
geschnitten wird, ist dort die Verbindung zum Kugelmittelpunkt nicht automatisch senkrecht auf der Ebene! Der geforderte
senkrechte Abstand gilt fiir einen anderen Punkt auf der Ebene!

7. Tangentialkegel von einem Pol aus

Die Beruhrpunkte aller Tangenten an eine Kugel liegen auf einem Kreis in einer Ebene.
Analog zur Behandlung beim Kreis nennt man diese Ebene auch "Polarebene”.
Analog zur Herleitung beim Kreis kann aus
a) der Kugelgleichung (x - m)? = r* und
b) der Orthogonalitatsbedingung (p - m)-(g-m) =0

p = Berlhrpunkt, g = Pol
eine Gleichung flr die Polarebene erzeugt werden:
E: (x-m)(g-m)=r (7.1)
Beachten: In der Kugelgleichung steht x fiir alle Punkte auf der Kugel, in (7.1) fiir alle Punkte der Polarebene. Alle
Berlihrpunkte p liegen in der Polarebene und auf der Kugel.
(7.1) wird bendtigt, wenn der Mittelpunkt des aus den Bertihrpunkten gebildeten Kreises, M,
gesucht ist. Der Radius dieses Kreises, rg, die Hohe des damit gebildeten Kreiskegels, hg, und
dessen VVolumen, V, sind durch Elementargeometrie berechenbar.
Die Beruhrpunkte p ergeben sich durch Schnitt der Polarebene mit der Kugel.

Der Mittelpunkt My liegt auf der Verbindungslinie Pol zu Kugelmittelpunkt. Die Polarebene
liegt senkrecht auf dieser Verbindungslinie. M ist damit der Schnittpunkt der
Verbindungslinie mit der Polarebene.

Aus der Koordinatengleichung der Polarebene ist die Normale n direkt ablesbar.

=> Siehe dazu aber auch die Bemerkung im Beispiel!

Fur die Verbindungslinie ist mit dem Kugelmittelpunkt m als Aufpunkt

g:X=m+tn (7.2)
x ist hier offenkundig der allgemeine Punkt auf dieser Geraden.

Der Schnitt g A E liefert t, und Einsetzen dieses t in g schlieBlich m.

Zur Berechnung der anderen Grof3en ein Schnitt durch die
réumliche, um M_d rotationssymmetrische, Anordnung.

M Kugelmittelpunkt; r Kugelradius; Q Pol

E Polarebene ; P einer der Bertihrungspunkte
My Mittelpunkt Beriihrkreis, rq Radius davon
d Abstand M - Q;

dk Abstand M - My (= Abstand E - M)

h Abstand Mg - Q (Kegelhdhe)

Bekannt sind m,qundr. >d=|MQ|=|g-m|
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Aus den jeweils rechtwinkligen Dreiecken:
M-P-Q:  Fur den Winkel o ist sin(o) =r/d
M-P-My: cos(o) =rk /.
dk = | MMy | folgt aus rk? + dx? = r2.
Die Kegelhohe ist damit hk = d - dk. (Eine Berechnung tiber P-Q-Mx ist tibertrieben!)
Wenn der Offnungswinkel 2o des Tangentialkegel explizit angegeben werden soll,
muss o = arcsin(r/d) gerechnet werden.
Ob cos(a) iiber a oder aus "1 - sin?(c)" berechnet wird, ist Ansichtssache.
dk kann auch bei vorher berechnetem mg als | m - mg | berechnet werden.
d ist natirlich auch der Abstand der Ebene E von M. Die dann auch zu findende Berechnung des Abstands mit der Hesse-
Formel ist eher Uibertriebener Formalismus.

Fiir das Volumen des Tangentialkegels ist V = (rt/3) r? h.

¢ Beispiel 1
Kreis: M(23]4);r=2;Pol: Q(4]9]|7)

2 12
q-m:(6>—>d:{4+36+9} =7
3

M-P-Q: sin(a) =r/d=2/7 > o = 16,602°
M-P-My: cos(a) =0,9583 =rx /r — rc = 1,917 (Kegelradius)
M-P-My: 1+ dy® = r* — dx = 0,571 (Abstand E zu m)
h=d - dg = 6,429 (Kegelhdhe)
V = (n/3) r«? h = 24,73 (Kegelvolumen)
(7.1) E: (x-m)-(q - m) =r* - G:§><é> =4
z—4 3
—>2X+6y+3z=4+4+18+ 12 = 38 (Gleichung der Polarebene)

2
"= ()

3
Fur die Ebenengleichung missen wir rechnen. Fir n allein ist die Rechnung nicht nétig! Weil
(q - m) senkrecht auf der Ebene steht, ist dies schon eine Normale! Fiur den folgenden Schritt,
g A E, benétigen wir aber E.

2+ 2t
Gerade g: x = m+tn=<3+et>
4+ 3t

Schnitt mitE,gAE:2(2+2t)+6 (3 +6t) +3 (4 +3t) =49t +34=38 —

> 49t=4 >t =4/49

. 2+8/49 1 /106 . . .
ting:x= <3+24/49> (171) = mg (Mittelpunkt Berihrkreis)

4+12/49 208

Berechnung von dx mit diesem Wert:
8/49

m - my = (24/49> > d = (1/49) {64 + 576 + 144}2 = 28/49 (= 4/7 ~ 0,571)
12/49

Bei diesem Rechenweg jetzt ry aus ri® + d« = 1%, rx = /180 /7; h und V wie vorher.

Eher tbertriebener Formalismus ist die Berechnung von dk nach Hesse:

dk =| (m - p)-n, |; flr p irgendein Punkt auf E, entweder my oder ein "einfacherer"” Punkt.
Firy=z=0gqiltinEx=38/2=19.|n|=7.

2-19 2
Oy = (3—°>-<6> [7=|-34+18+12|/7=4/7
4—-0 3
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¢ Erganzende Rechnung zum Beispiel 1
Gesucht: Zwei sich gegeniiberliegende Beruhrungspunkte.

(Die rechnerisch einfachste Moglichkeit ist erlaubt!)
Die eventuell naheliegende Idee, dass die Bertihrungspunkte auf dem Schnitt von Polarebene
und Kugel liegen, hilft nicht. Prinzipiell kann man damit eine Kreisgleichung gewinnen,
praktisch entstehen unbrauchbare Formeln. "Gegenuberliegend™ wére auch sehr schwer zu
behandeln.
Eine Parameterdarstellung der Ebene hilft weiter.
E: X =mg + s U, + t Vo. Aufpunkt ist der Mittelpunkt des Bertihrkreises. u, und v, haben die
Lange 1. Damit sind solche {s, t} zu suchen, die eine L&nge | s Uy + t v, | = rk ergeben. So ist
die Bedingung erfullt, dass diese Berlhrpunkte in der richtigen Ebene liegen und den
richtigen Abstand (= Radius des Beriihrkreises) haben.

u und v werden mit dem Standardrezept aus der Normalen "erraten™":

nx —ny 0
nz 0 ny
2 -6 0
n= (e) —>u= ( 2 ); V= (-3); lu] = V40; |v| = V45;
3 0 6
Fir den Beriihrkreises gilt (x - mg)® =r’.
Dass dies nicht die Gleichung des Beriihrkreises - sondern in R® eine Kugelgleichung - ist, wissen wir! Aber alle Punkte des
Kreises mussen diese Gleichung erfiillen.
Als Bedingung folgt (s Uo + t Vo) = re’.
Uo-Uo = VoV = 1, weil Einheitsvektoren.
UoVo = 0, wegen der Wahl orthogonaler Vektoren, u L v.
Damit ist die Bedingung s® + t* = r«’. Die einfachste, eingangs erlaubte Wahl ist s = 0.
Damit t = £ rk. Die beiden Punkte sind dann auch gegenuberliegend.

1 /106\ igo/ 0 1 1 /106 1/ 0
p1:mK+rKV/IVI=—<17l>+—<—3>-F:—<129>undpz:...:—< 6)

49 \208 7 \e6 45 49 59 7\_12
4 Beispiel 2

Eine einfache Situation, in der wir anschaulich die Gltigkeit Gberprifen konnen:

Ursprungskugel mit r =2. und Pol auf der y-Achse bei y =4.
Zu erwarten sind dann:

e eine Polarebene parallel zu einer Ebene durch die x- und z-Achse,

e ein Berlhrkreis mit myg auf der y-Achse.
Gleichung der Polarebene:
(x-m)(q-m)=r’ >xq=r - (;)(2) =4y =4

z/ \0

Die Ebene hat die Bedingung y = 1; x und z sind beliebig. = Parallelebene {wie gefordert}.
In diesem einfachen Fall kénnen wir den Schnitt Ebene / Kugel durchfiihren.
y=1inKreisgleichung x> =r* > x> +1+72°=4 > x>+ 7 =3,
Fiir einen R*-Ausschnitt an der Stelle y = 1 ist dies eine Kreisgleichung
mit m =0 und rx = /3.
{Im R%-Ausschnitt fir die Ebene in x, z ist der DurchstoBpunkt der y-Achse der Ursprung 0.}
d=|q-m|=4;sin(a) =r/d=2/4 - a=30°cos(a) =V3/2=rc/r—=>rc=+/3
nE+dé=rr>de=vV4—-3=1.
(= schon angegebene y-Koordinate der Polarebene)
(= Abstand der Ebene vom Kugelmittelpunkt)
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