Lineare Gleichungen

& TEIL 1: Die Gerade

1. "Normalform™ oder "'Steigungsform™

Steigungsform: y=m-x+b

X = unabhéangige Variable

y = abhangige Variable

m = Steigung der Geraden

b = Achsenabschnitt auf der y-Achse

Die Steigung gibt an, wie steil eine Gerade verlauft.
Sie kann Uber ein "Steigungsdreieck™ berechnet werden;

m = Ay / Ax.
Wenn m > 0, steigt die Gerade an. (Wie in der Skizze)
Wenn m < 0, fallt die Gerade (von links oben nach rechts unten) 0 X

Wenn m =0, ist die Gerade eine Parallele zur x-Achse.
Der Achsenabschnitt ist der y-Wert, wenn x = 0.
Das sieht man auch, wenn x = 0 in die Gleichung eingesetzt wird.

2. Allgemeine Form

Allgemeine Form: Ax+ By + C =0.

A, B, C Koeffizienten (d.h. feste Werte bzw. Zahlen)
Dies ist die allgemeine Form fur den Zusammenhang zwischen zwei Variablen x und y. Es
kommen hier keine Quadrate x?, y* oder noch héhere Potenzen x", y" vor und auch keine ge-
mischten Ausdriicke x-y. Einen solchen einfachen Zusammenhang zwischen x und y nennt man
eine "lineare” Gleichung.

X> Es gibt also verschiedene Gleichungsformen, die dieselbe geometrische Figur beschreiben!

3. ""Losungsmenge"’

Alle Zahlen vy, die nach der Gleichung der Geraden mdglich sind,;

wir schreiben dies als "geordnete Zahlenpaare™ L = { (x; y) } an.

Eine andere Moglichkeit ist, die Bedingung "als Formel" hinzuschreiben:

L={yly=mx+b}.

= Die Ldsungsmenge sind alle Zahlen y, die aus der Gleichungy =mx + b
errechnet werden kénnen.

4. Berechnung der Geradengleichung (Steigungsform), wenn 2 Punkte gegeben sind:

Gegebene Punkte P1(X; | y1) und Pa(X2 | y2)
e Steigung m = Ay / AX = (Y2 - y1) / (X2 - X1) berechnen
e Einen der Punkte P; oder P, in y = m X + b einsetzen; dies liefert b.

5. Verstandnis-Fragen zur Steigungsform

1) Wie groB ist der Achsenabschnitt auf der x-Achse?
2) Wie muss eine Geradengleichung aussehen, damit eine "Ursprungsgerade™ vorliegt,
d.h. die Gerade geht durch den Punkt P(0 | 0)?
3) Gegeben ist eine lineare Gleichung y = 4 x. Welche Zahlen bilden die Lésungsmenge?
4) Gegeben ist eine Geradengleichung mit m = 0. Welche Zahlen bilden die Lésungsmenge?
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L1:  Wenn die Gerade die x-Achse schneidet, ist y = 0. Damit folgt: 0=mx + b
und aufgeldst x = - b/m
L2: Firx=0isty=Db;wennauchy=0 sein soll, muss also b = 0 sein.
Eine "Ursprungsgerade™ hat die Form y = m x.
L3:  Als Losungsmenge sind alle (reellen) Zahlen méglich. Es gibt unendlich viele
Paare (x; y); fur jedes Paar gilt dabei y = m x + b;
L={(x;y)mity=4x}oderL={y|y=4x}
L4:  Die Losungsmenge sind alle Paare (x; b) mit beliebigem x;
fiir jedes x folgt dieselbe Gleichungy = b; L = { (x; b) } oder L ={y = b | x beliebig }

6. Zusammenhang zwischen der Steigungsform und der allgemeinen Form

Die zwei verschiedenen Formen beschreiben dieselbe Gerade; daher konnen die Gleichungen
selbstverstandlich auch ineinander umgerechnet werden.
Ax+By+C=0= By=-Ax-C =y=-A/B-x - C/B. Durch Vergleich mit y = mx +b sieht
man den Zusammenhang: m <> -A/B und b <> -C/B.
Verstandnisfragen:
e Eine Ursprungsgerade in der Steigungsform lautet y = mx, daher ist b = 0.
Wie lautet eine Ursprungsgerade in der allgemeinen Form?
= b =0 entspricht -C/B = 0; also C = 0 und B= 0 (weil eine Division durch Null
nicht erlaubt ist). Gleichung: Ax + By = 0.
e Wie lautet die Gleichung einer Parallelen zur x-Achse?
= In der Steigungsform folgt mit der Steigung m = 0 die Gleichungy = b.
= In der allgemeinen Form folgt aus m = 0: -A/B =0; also A=0und B = 0.
Gleichung: By + C = 0.
7. Beispiele zum Umformen Steigungsform <« allgemeine Form

1) 6x-3y-9=0; Steigungsform?

2) y=5x-6; allgemeine Form?

3) 4y-8=0; Steigungsform? Was ist das geometrisch?

Ll: 3y=6x+4 = y=6/3x-93 = y=2x-3

L2: Einfach umstellen! 5x-y-6=0
Jedes Vielfache davon ist auch eine Lésung, beschreibt also dieselbe Gerade!
zB.10x-2y-12=00der-15x+3y+18=0.

L3: Umgeordnet haben wir 4y = 8 und nach Kiirzeny = 2. Dies ist eine Parallele
zur X-Achse.

& TEIL 2: Zwei Geraden; Systeme linearer Gleichungen

1. Mdgliche Falle mit 2 Geraden
Gegeben sind 2 Gleichungen

y=mpX+ b, hzw AX+ Bly +C1=0
y=myX+ b, . AyX+ By + C,=0
Der erste Fall ist, dass sich die zwei Geraden A
in einem Punkt schneiden. y g

Fir den Schnittpunkt S( Xs | ys ) mussen dann beide
Geradengleichungen erftllt sein.

Esgilt:  ys=mj-Xs+b;und 92
; Ys = My-Xs + by

L)
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bzw. Ai-Xs + Biys + C; =0und
Ao-Xg + Bz'ys +C,=0

Die Losungsmenge besteht aus 1 Punkt, dem Schnittpunkt. Zeichnerisch ist dies einfach der

Schnittpunkt von zwei Linien.

Wie man diesen Punkt rechnerisch bestimmt, lernen wir noch!

Zeichnerisch sehen wir auch schnell 2 Sonderfalle:

1. Die Geraden schneiden sich nie. y
Zwei Geraden sind parallel. g1l
Dann haben wir keinen Schnittpunkt; X
es existiert kein Paar (x; y), das beide Gleichungen erftillt.
Die Losungsmenge ist "leer”; L={ J }.
Aus der Skizze sehen wir auch, dass in diesem Fall beide X
Geraden dieselbe Steigung haben.

Der zweite Fall ist, dass wir zweimal dieselbe Gerade haben. A
In der Steigungsform haben wir dann zweimal dieselbe Formel.

In der allgemeinen Form kdnnen die Formeln verschieden aussehen, X
aber trotzdem dieselbe Linie in einem Koordinatensystem beschrei- g1

ben. Alle Punkte liegen auf beiden Geraden, die Losungsmenge ist
dieselbe wie die Losungsmenge jeder der beiden Geraden. g2

N>

Wie man die beiden Sonderféalle an den Formeln erkennen kann, lernen wir noch!

2. Rechnerische Auflésung linearer Gleichungssysteme

Prinzipiell gibt es 3 Lésungswege. (Dabei wird meistens die allgemeine Form der Geradenglei-
chung benutzt, aber in der Form A x + By = -C geschrieben.)

A Eine Gleichung wird nach einer Variablen aufgeltst; dieser Wert wird in die zweite Glei-
chung eingesetzt und nach einer zweiten Variablen aufgeldst; dies wird wiederholt, bis 1
Gleichung fir 1 Variable tbrig bleibt. AnschlieRend werden "rickwarts"” die Werte aller Va-
riablen bestimmt. ("Substitutionsverfahren™)

B Die Gleichungen so kombiniert, dass beim Subtrahieren sich eine Variable kirzt (Fachwort:
"Aquivalenzumformungen™). Dies wird Schritt fir Schritt wiederholt.

C Aus der Theorie ist ein drittes Verfahren bekannt, das Determinanten bzw. Matrizen be-
nutzt. Fir die Praxis ist dies meistens der umstandlichste Weg.
Diese 3 Verfahren gelten auch fur beliebige lineare Gleichungen mit mehr als zwei Variablen, also Aus-

driicke der Form A x; + B x, + C x3 + ... + Z x,, = Konstante. Wir behandeln hier nur den Fall zweier
Variablen!

r
| Beispiel: Gegeben sind 2 Geradengleichungen: gl:2x+3y-19=0und |
! g2:4x-2y+2=0. !

A (Substitutionsverfahren)

1. Die erste Gleichung wird nach x aufgeldst: 2 x = -3y + 19;
X=-3/2y+19/2

2. Dieser Wert firr x wird in die zweite Gleichung eingesetzt:
4.(-32y+19/2)-2y=-2;
ausmultipliziert: -6y + 38 - 2y = -2
und zusammengefasst: - 8 y = - 40; aufgeldst: y =5

3. Das gefundene y wird in eine der beiden Ausgangsgleichungen
eingesetzt

(egal welche; ich nehme die 1. Gleichung).

2x+3-(5)=19;2x=19-15=4; x = 2. Losungsmenge:
L={xy}={(2:5)}
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4.

Sinnvoll ist eine Kontrolle der berechneten Losung:
gl:2-2+3-5-19=0v";092:4-2-2-5+2=0V

B (Aquivalenzumformungen)

1.

2.

3.
4.

2x + 3y = 19 Originalgleichungen
4x - 2y = -2
4x + 6y = 38 erste Zeile mal 2 (damit auch 4x entsteht)
4x - 2y = -2
0 8y = 40 erste - zweite Zeile; aufgelost: y =5
y =5 in die erste Gleichung eingesetzt und Kontrolle der Losung: gleiche Rechnung wie in
Schritt 3 und 4 beim Verfahren A; alsoauch L ={(2;5) }

(Steigungsformen dazu: g1: y =2/3x +19/3;g2:y =2 x + 1)

Die Wahl "Verfahren A oder B" héangt von persdnlichen Vorlieben und von der Art der
vorliegenden Gleichungen ab; manchmal ist eines der beiden Verfahren einfacher.

c

(Matrizen und Determinanten)
Der Vollstandigkeit halber (und fur Neugierige) dieser nicht empfohlene
und daher auch spater nicht mehr benutzte Lsungsweg!

2x + 3y
4x - 2y

19 Originalgleichungen
-2

Die Koeffizienten (die Konstanten) ergeben drei Zahlenanordnungen (Matrizen)

i . 53

Koeffizienten vor x und y Bei y die rechte Seite Bei x die rechte Seite
eingesetzt eingesetzt
D Dy Dx

Nun werden die Determinanten berechnet.
Rechenverfahren: |3 p| Die Determinante

dazu ist =
c a-d-b-c
+

D=2-(-2)-3-4=-16;Dy=2-(-2)-19-4=-80; Dx=19 - (-2) - 3- (-2) =-32;

Die Theorie liefert auch den letzten Losungsschritt:
Xx=Dx/D=-32/-16=2undy=Dy/D =-80/-16 =5.

Insgesamt: Fiir die Theorie der Gleichungssysteme ist dieses Verfahren nitzlich, fiir die praktische Berech-
nung aber eher unbrauchbar! Die Sonderfalle b) und c) sind hier sofort erkennbar: wenn D = 0, existiert keine
L6sung, da eine Division durch O nicht erlaubt ist.

Beispiel (Welcher Losungsweg ist der schnellste?)

gl: 2x+3y=5und
g2: 4x+3y=1

Vor b steht zweimal derselbe Koeffizient. Am schnellsten I6sen wir (mit dem Verfahren der Aquiva-
lenzumformungen), indem wir subtrahieren: g2 - g1.

g2-gl: 2x=-4 = x=-2.Dannxeingesetztingl:-4+3y=5 = 3y=9 = y=3.
L={(xy)}={(2:3)}
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3. Die Sonderfalle ""Parallele Geraden' und "'ldentische Geraden"'

Zwei Geraden sind parallel, wenn sie dieselbe Steigung besitzen, aber verschiedenen Achsen-
abschnitt; sie sind identisch, wenn Steigung und Achsenabschnitt gleich sind.

In der Steigungsform: gl:y=myx+byund :
g2:y=my X + by Steigungs-Form
parallel, falls m; = m, und by # b,
identisch, falls m; = my und by = b,.

(Beispiel: gl: y =3 x+5und g2: y = 3 x + 7 sind parallel)

In der allgemeinen Form gl: A;x+B;y+ C;=0und
02: Ao x+By+C,=0:
parallel, falls A1/A,=B1/B>
identisch, falls Ai/A,=B1/B,=C./Cy

Dies sehen wir durch Vergleich der beiden Formen Ax+By+C=0undy=mx+ b.
y =- A/B x + (-C/B); (B muss dabei = 0 sein!) also: m <> - A/Bund b <> - C/B
Zwei verschiedene Geraden sind parallel, wenn sie dieselbe Steigung haben;
my =m, <> - Ay / B; =- A,/ B, und umgeformt die angegebene Beziehung

A. /A, =B,/ B;fiir parallele Gerade.
Zwei Geraden sind identisch, wenn sie zusétzlich denselben Achsenabschnitt haben;
by =h, <> -C;/By=-C,/B,und umgeformt C, / C, = B; / B,, insgesamt

A,/ A, =B, /B, =C;/C,filir identische Geraden.

Allgemeine Form

T 1
| Beispiel: g1l:2x-3y+6=0und (Allgemeine Form) :
Xy
Mit den angegebenen Formeln zur allgemeinen Form Gberpriifen wir:
ArlA,=2/6=1/3=B;/B,=-3/-9=1/3; gleich; also sicher parallel.
C.:/C,=617 = 1/3; ungleich; also parallele, aber keine identischen Geraden.
|..| Als Ubung im formalen Rechnen sehen wir uns an, was bei den Losungswegen
L——J A und B geschieht. An welcher Stelle des Rechenwegs zur Suche des Schnitt-

punkts erhalten wir dann die Information "keine Lésung flr den Schnittpunkt™?
(Bei Losungsweg C ist flr parallele Geraden die Determinante D = 0.)

A (Substitutionsverfahren)

1. Erste Gleichung g1 nach x aufgelost: 2x =3y -6;x=3/2y -3
2. Dieses x in die zweite Gleichung eingesetzt:
6-(3/2y-3)-9y=-7;ausmultipliziert: 9y -18-9y=-7
Nach Kirzen von 9 y folgt die "Gleichung 18 = 7" - also ein Widerspruch!
Die Losungsmenge (g1 und g2 sind erfullt) ist leer; L={ J }
es gibt keinen Punkt, durch den beide Geraden gehen.
"Es gibt einen Schnittpunkt" ist falsch!

B (Aquivalenzumformungen) °1 g1
1.2x - 3y = -6 Originalgleichungen 4
6x - 9y = -7 ;
2.6x - 9y = -18 erste Zeile mal 3 (damit auch 6 x entsteht) | | ng
6x - 9y = -7 o
3. 0 0 = -11 erste - zweite Zeile; 01 2 3 4 5
auch hier ein Widerspruch "11 =0".
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: Beispiel: gl:2x-3y+6=0und

: g2:-4Xx+6y-12=0

Mit den angegebenen allgemeinen Formeln kdnnen wir wieder schnell Giberpriifen, dass
zwei identische Geraden vorliegen.
AilA;=2/-4=-112=B;/B;=-3/6=-12=C,/C,=6/-12=-1/2.

Eine Gleichung ist das Vielfache der anderen; g2 = -2 g1.

g1 und g2 haben dieselbe Gleichung in der Steigungsform: y = 2/3 - x + 2

Dazu wieder als Ubung im formalen Rechnen die Losungswege A und B.
(Bei Losungsweg C ist auch fiir identische Geraden die Determinante D = 0.)

A (Substitutionsverfahren)

1. Erste Gleichung gl nach x aufgelost: 2x =3y -6; x=3/2y -3
2. Dieses x in die zweite Gleichung eingesetzt:
-4.(3/2y-3)+6y=12; ausmultipliziert: -6 y + 12 + 6 y = 12.
Nach Kirzen von 6 y und 12 folgt die "Gleichung 0 = 0";
dies eine triviale, richtige Aussage; aber wir haben zusatzlich zu g1 oder g2 keine zweite
Bedingung, g1 und g2 besagen dasselbe; die gesamte Losungsmenge ist die (gleiche) Lo-
sungsmenge wie die von g1 oder g2
L ={(x; y); mit der Verknlpfung von g1 oder g2 }
Alle Punkte auf einer Geraden passen zu g1 und g2.
"Es gibt einen Schnittpunkt” kann nicht entschieden werden.

B (Aquivalenzumformungen)
1. 2x - 3y -6 Originalgleichungen

OFRL,r N W,M~OG
—>
—>

4x + 6y = 12 | 91,92
2.-4x + 6y = 12 erste Zeile mal -2 (flr -4 x) 01 2 3 45
“4x + 6y = 12
3. 0 0 =0 erste - zweite Zeile
auch hier die triviale Aussage "0 = 0".

i Identische Geraden fuhren beim rechnerischen Auflésen zu "0 = 0".

PRAXIS: Am einfachsten kdnnen wir ohne "langes Rechnen"
é‘b/‘ parallel /identisch durch Anschauen der Gleichungen erkennen!

Steigungsform: gl:y=7x+5 parallel
g2:y=7x+2
0 gleiche Steigung, aber verschiedener Achsenabschnitt
gl:y=7x+5 identisch
g2:y=7x+5
gleiche Steigung, gleicher Achsenabschnitt
trivial: es steht zweimal dasselbe da!

Allgemeine Form: ¢l:3x-4y+2=0 parallel
02:6x-8y+3=0
T 1 A, B in g2 sind ein Vielfaches von A, B in g1.
gl:3x-4y+2=0 identisch
02:6x-8y+4=0
(Y N A, B, C in g2 sind ein Vielfaches von A, B, C in g1.
Eine Gleichung ist komplett das Vielfache der anderen.
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4. ""Andere Symbole" und ""Textaufgaben"'

ﬂ!_l_“ Sehr oft benutzt man flr die Unbekannten die Buchstaben x und y. 11
—— Es ist aber auch mdglich, dafiir andere Buchstaben zu verwenden! i

Wenn eine lineare Gleichung 3 a + 4 b =2 lautet, sind a und b die Variablen.
Beispiel: gl:2a+3b=5und "andere Variablennamen"
g2:3a+2b=0

Die Variablen heiRRen jetzt a und b!

Substitutionsverfahren: Aus der zweiten Gleichung b = - 3/2 a;

eingesetzt in 1. Gleichung: 2a+3-(-3/2a)=5;2a-9/2a=-5/2a=5;a=-2;

Lésung in 2. Gleichung eingesetzt: b=-3/2- (-2) =3; L={(a;b) } ={(-2; 3) }.
Bei Textaufgaben muss man selbst den Waértern mathematische Sym- 11

Ig_!_“ bole zuordnen. Dabei ist es nitzlich, Buchstaben zu verwenden, die .
direkt mit dem Aufgabentext zusammen hangen.

Beispiel: 7 Rosen und 5 Tulpen kosten 23,40 €. 3 Rosen und 8 Tulpen kosten 19,40 €.

Was kostet jede Blumensorte? "Textaufgabe"

Anstelle von x und vy ist es einfacher, gleich R und T zu verwenden, damit man nicht am Ende
eine richtige L6sung falsch zuordnet. Damit haben wir 2 Gleichungen:

GL1L: 7R+5T=2340und GL2: 3R +8 T =19,40

GL1: 7R+ 5T = 23,40 Originalgleichungen
GL2: 3R + 8T = 19,40
GL1" 21R + 15T = 70,20 1. Zeile mal 3
GL2" 21R  + 56T = 13580 2. Zeile mal 7
0O + 41T = 65,60 2. Zeile - 1. Zeile

aufgelost: T = 1,60
eingesetzt in 1. Zeile: 7R +5-1,60 = 23,40;
7R =23,40 - 8,00 = 15,40; R = 2,20.
1 Rose kostet 2,20 € und 1 Tulpe kostet 1,60 €.

5. Eine ""Knobelaufgabe' zum Schluss!

Drei Geraden schliel3en eine Flache ein

gl: Steigung = 2; g1 geht durch den Punkt P(512)
g2: Geht durch die Punkte P(-6 | 12,5) und Q(6]9,5)
g3: Steigung = 0; Achsenabschnitt auf der y-Achse = 8

Die Schnittpunkte der drei Geraden sind Eckpunkte eines Dreiecks.
Berechne dessen Flache!
(Einheit fir die Geraden: cm. Die Flache ergibt sich dann in cm2.) 93

d1 95
Vielleicht haben wir Glick?

Wenn eine Gerade horizontal verlauft, (wie es die Skizzen zeigen) h
kennen wir die Grundlinie und die Hohe des Dreiecks.

... und dann gibt es eine Formel aus der Geometrie! —
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Punktgrafiken (XY-Grafiken)

1.

Wenn eine Datenreihe von Punkten P(x | y) vorliegt, wird dazu tblicherweise eine Grafik
mit zwei senkrecht aufeinander stehenden Achsen angefertigt (kartesisches Koordinaten-
system). Waagerecht verwendet man Ublicherweise x; diese Achse heil3t Abszisse; senk-
recht verwendet man y; diese Achse heif3t Ordinate.

Bei einer guten Grafik ist die Achseneinteilung so gewéhlt, dass moglichst wenig freier
Raum bleibt. Man beginnt also die Achsen nicht immer bei Wert 0! Bei einer handge-
zeichneten Grafik soll man zusatzlich die Achsen so wéhlen, dass die Punkte leicht einge-
zeichnet werden konnen.

In naturwissenschaftlichen Anwendung kommt es haufig vor, dass man zu einer gegebe-
nen Datenreihe eine Gleichung dazu finden muss. Der wichtigste Fall ist, dass eine Gera-
dengleichung gesucht werden muss.

Bei experimentellen Ergebnissen liegen die Messpunkte nicht exakt auf einer Geraden,
sondern schwanken aufgrund der unvermeidbaren Messfehler um die "Bestwerte™ herum.
Als geeignete Gerade legt man dann "mit gutem Augenmal” eine mittlere Gerade durch
die Punkte. Damit liegt in der Grafik eine zeichnerisch ermittelte beste mittlere Gerade

Vor. (In der Statistik nennt man dieses Verfahren die Bestimmung einer "Regressionsgeraden™; dafiir gibt es
spater auch theoretisch hergeleitete Formeln.)

Das weitere VVorgehen ist dann: In der in der Grafik gezeichneten Geraden werden zwei
Punkte abgelesen und mit diesen zwei Wertepaaren (X; y) wird die Steigung m = Ay / AX
berechnet. AnschlieBend verwendet man einen Punkt auf der Geraden - es darf auch einer
der schon fur die Steigungsberechnung verwendeten Punkte sein - und setzt die X, y -
Werte in die Geradengleichung y = m x + b ein und 16st dann nach b auf. Als Ergebnis hat
man die Zahlenwerte fiir die beiden Konstanten m und b.

Wenn man die Geradengleichung aufgestellt hat, kann man fur ein weiteres x das dazuge-
horende y bzw. fiir ein y das dazugehérende x errechnen.

Hinweis: Einen grofRen Teil dieser Aufgabe kann man spéter mit Computerprogrammen zur Tabellenkalku-
lation, z.B. Microsoft EXCEL, schnell erledigen. Eine falsche Interpretation der Ausgabe des Programms ist
eine (leider nicht seltene) Fehlerquelle; die einmalige Durchflihrung dieser Aufgabe "von Hand" erleichtert
also das spatere Verstandnis.

Schritt

Es ist zwar nicht ganz falsch, die x- Achse nach oben
und die y-Achse nach rechts zu wahlen, aber dies ist

sehr untiblich! ALSO:

X y

= nach oben Ordinate y

= nach rechts Abszisse x

SCHLECHT

Eine Zeichenflache sollte mdéglichst mit Information
gefullt sein. Die Achsen beginnen daher nicht immer

bei 0, wenn die Datenwerte in einem anderen Intervall
vorliegen.

L
GUT
2. Schritt ![ yr/ X /
GUT

X y
SCHLECHT

3. Schritt y
Bei experimentellen Daten wird durch die Punkte eine
"mittlere Gerade™ so gelegt, dass sie moglichst gut zwi-

schen den Punkten liegt.

v
¢
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4. Schritt

Die Gleichung dieser "mittleren Geraden" soll be-
stimmt werden. Dann wahlt man ein Steigungsdreieck
und liest entweder aus der Grafik Ax und Ay ab oder
berechnet aus den zwei Punkten P; und P, des Stei-
gungsdreiecks diese. Der Achsenabschnitt b ist nur
dann der Schnittpunkt mit der y-Achse, wenn diese bei
X = 0 eingezeichnet ist. Einfacher: b wird durch Einset-
zen eines Wertepaars P(x | y) berechnet!

Ubung

Zu einer Datenreihe soll eine Grafik (ca. DIN A4, Querformat, Karopapier) erstellt und die
Gleichung der mittleren Geraden bestimmt werden.

AnschlieRend ist x fir den Punkt Q(x | 9,00) gesucht.
Dabei wird ein Punkt auBerhalb des Datenbereichs bestimmt. Die mittlere Gerade wird dazu weiter verlangert.
Man nennt das eine "Extrapolation".

Daten: X 30 32 34 36 38 40 42
Yy 6,48 6,61 6,72 6,8 688 7,02 711

1. Die x-Werte liegen im Intervall 30 - 42, also 12 Einheiten. x wird horizontal aufgetragen.
Auf dem Papier stehen dann ca. 30 cm zu Verfugung. Das x-Intervall ist 12; eine sinnvolle
Wahl ist 24 cm fur den x-Bereich. Fir 1 x-Einheit haben wir dann 2 cm; das sind gut ablesba-
re 4 Késtchen auf dem Karopapier.

2. Die y-Werte liegen im Intervall 6,48 - 7,11, also 0,63 Einheiten. Auf dem Papier stehen ca.
21 cm zur Verfugung. Wenn die y-Achse von 6,4 bis 7,2 geht, sind das 0,8 Einheiten. Wenn
dafiir 16 cm benutzt werden, ist noch gentigend viel Platz fiir eine Beschriftung der Achsen
und 0,1 y-Einheiten entsprechen 2 cm; auch hier eine gut ablesbare Anzahl von Kéastchen.

3. Die Achsen werden nach dieser Wahl gezeichnet und mit Markierungsstrichen und Zahlen-
angaben beschriftet. Dann werden die Punkte eingetragen.

4. Durch die Punkte wird eine mittlere Gerade gezeichnet. Dann werden 2 Punkte zur Festle-
gung des Steigungsdreiecks gewéhlt. Sinnvollerweise wéhlt man dabei auf einer Achse gut
ablesbare Werte, d.h. Punkte die auf Kastchenmarkierungen liegen.

Dieser Schritt ist nattirlich subjektiv - verschiedene Bearbeiter haben leicht verschiedene Ldsungen!

In Computerprogrammen wird eine rechnerische Vorschrift verwendet und dann gibt es nur eine Lésung.

5. Die Steigung m wird berechnet: m = Ay / Ax = (Y2 - y1) / (X2 - X1).

m =(6,905-6,695)/(38-34)= 0,21/4=0,0525.

6. Zu Bestimmung von b wird am einfachsten schon einer der bekannten Punkte (auf der mitt-
leren Geraden) benutzt. Mit P,1(34 | 6,695) haben wir: 6,695 = 0,0525 - 34 + b.

Aufgelost b = 6,695 - 1,785 = 4,910.

Vollig falsch ware, den Schnittpunkt am linken Rand der Grafik (6,49) zu verwenden, weil dort nicht x = 0 ist!
Die "beste mittlere Gerade" hat die Funktionsgleichung y = 0,0525 x + 4,910.

7. Zur Berechung von x des Punkts Q wird die y-Koordinate in die Funktionsgleichung einge-
setzt und dann nach x aufgelost: x = (y - b) / m = (9,00 - 4,910) / 0,0525 = 77,905 = 77,9.
Der gesuchte Punkt ist Q( 77,9 | 9,00).

Nachfolgend die handgezeichnete Grafik (DIN A4 auf Karopapier) dazu!
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UBUNGEN

Geradengleichung (Steigungsform) zu Teil 1

1) Eine Gerade ist durch die Gleichung g1: 6 x - 3y =9 definiert. Geben Sie an:
Steigung der Geraden; Achsenabschnitt auf der y-Achse; Achsenabschnitt auf der x-Achse;
x zum Wert 'y = 10.

2) Eine Gerade ist durch die Gleichung gl: y = 2 x - 3 definiert. Untersuchen Sie jeweils, ob
der Punkt auf der Geraden liegt: P1 (4|5); P2 (-3|-9); Ps(-1|-4).

3) Geben Sie die Gleichung der Geraden an, die durch 2 Punkte geht.
a)P1(-1]0)undP,(2]6)
b)P;(-2|4)und P, (3]-1)

4) Eine Gerade g1: y = m x + 0,5 geht durch den Punkt P ( 3 | 2,5 ). Geben Sie die vollstandi-
ge Geradengleichung an.

Lagebeziehungen von Geraden

Schnittpunkte von Geraden (solche Aufgaben sind aquivalent der Lésung von 2 linearen
Gleichungen mit 2 Unbekannten)

1) Bestimmen Sie den Schnittpunkt S( xs | ys) - "Steigungsform".

a)gl:y=x-1, g2:y=-05x+35
b)gl:y=05x+2; g2:y=-05x+1
c)gl:y=-15x+2; g2:y=-0,25x-0,5

2) Untersuchen Sie jeweils die Lagebeziehung der beiden Geraden - "Allgemeine Form".
- Wenn ein Schnittpunkt existiert, geben Sie diesen an.
- Liegen 2 parallele Geraden vor?
- Sind die beiden Geraden identisch (2 verschiedene Gleichungen fiir dieselbe Gerade)?

a)gl:3x-2y=4; g2:15x-y=-1
b)gl:15x+2y=3; 02:3x+4y=6
c)gl:5x-2y=-4; g2:3x+4y=8
d)gl:2x-y-4=0; g2:6x-3y-12=0
e)gl:x+y-2=0; 02:4x-14y-35=0

f)gl:3x-2y-5=0; g2:9x-6y-3=0
Lineare Gleichungen - nach Umformung

In diesen Aufgaben miissen Sie die Gleichungen zuerst so umformen, dass jeweils die all-
gemeine Form entsteht. AnschlieBend kénnen Sie die beiden Gleichungen nach dem Substi-
tutionsverfahren oder mit Aquivalenzumformungen aufldsen. Der Rechenaufwand ist etwas
grofer!

Geben Sie das Ergebnis (die Losungsmenge) in der Form L = {(x; y) } an;
Bei Aufgabe 5 ist die Losungsmenge L ={ (a, b) }gesucht!

Der Rechenaufwand ist etwas gréRer! {Bei 3. treten anfangs gemischte Ausdriicke "xy" auf,
die sich aber dann wegkurzen!}

1) & GLL:7(x+3)-5(y-2)=18; 4) GL1:x/2+y/3=6;
GL2:8(2x-1)+3(y+2)=26 GL2:x/4+y/2=5

2) & GL1:3(x+5)+4(y-3)=-6; 5) GL1:a/3+b/2=2;
GL2:5(2x+7)-6(2y-1)=11 GL2:a/6+b/8=3/4

3) & GLL:(x+1)(y+4)=(x-4)(y+9);
GL2: (x-2) (y-1)=(x-3)(y-2)
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Lineare Gleichungen mit symbolischen Konstanten

In diesen Aufgaben kommen anstelle von Zahlenwerten symbolische Konstanten vor.

In diesen Aufgaben sind x und y die Unbekannten; a und b sind die Konstanten.

1) GL1: x-y=a; 3) GLL:x+y=5(a+h);
GL2:x-5y=-3a GL2:x-y=a-b

2) GL1:2x-y=2b; 4) GLl:2y-ax=4ab;
GL2:2x-3y=2b-4a GL2:ax+y=5ab

Welche Nebenbedingung muss bei 4) zusatzlich gelten, damit keine Division durch 0 auftritt?

Textaufgaben

In Textaufgaben ist die Schwierigkeit, eine Gleichung mit Variablen dafiir aufzustellen!
Wahlen Sie Symbole, die Ihnen die Zuordnung zum Text erleichtern.

1) Gesucht sind zwei Zahlen a und b, deren Differenz a - b = 21 und deren Quotienta /b = 4.

2) Die Summe zweier Zahlen ist 15. Das Doppelte der ersten Zahl ist gleich dem Dreifachen
der zweiten Zahl.

3) Das Doppelte einer ersten Zahl ist um 3 groRer als die zweite Zahl. Das Doppelte der zwei-
ten Zahl ist um 2 groRer als das Dreifache der ersten Zahl.

4) Der Quotient (Bruch) zweier Zahlen ist 4. Vermindert man jede Zahl um 3, ist der neue
Quotient 7. (Verwenden Sie fur den Bruch die Symbole x /y.)

5) Die Summe "doppeltes Alter von Irene und dreifaches Alter von Max" ist 31. Die Diffe-
renz "vierfaches Alter von Irene weniger Alter von Max" ist 13.
{Am sinnvollsten wahlt man hier als Variable die Symbole i und m.}

6) Klaus, Max und Peter sind zusammen 30 Jahre alt. Peter ist doppelt so alt wie Klaus, aber
zwei Jahre jinger als Klaus und Max zusammen. Wie alt ist jeder?
Hinweis: Verwenden Sie die Angaben fir Peter, um 2 Gleichungen fir Klaus und Max zu
erhalten, die nach den bekannten Verfahren aufgeldst werden.

7) & Irene, Klaus und Max haben etwas Taschengeld. Irene hat die Halfte des gesamt verteil-
ten Taschengelds. Wenn Klaus die Halfte seines Taschengelds Irene gibt, hat Irene doppelt
so viel Geld wie Max. Wenn Max seinem Bruder 5 € gibt, haben beide gleich viel Geld.
Hinweis: Die Angaben fir Irene benutzen, um 2 Gleichungen fiir Klaus und Max aufzustel-
len.

Grafik

Zu der Datenreihe X 10 15| 20| 25| 30| 35 40/ 45| 50 55/ 60

Yy 188] 176| 170| 159| 154| 149| 141| 134| 123| 118 111

soll eine Grafik (ca. DIN A4, Querformat) erstellt werden. Zu bestimmen ist die Funktions-
gleichung der "mittleren Geraden" und x fiir den Punkt Q(x | 50) tber die Geradengleichung
und fur den Punkt Q,(x | 145) uber die Gleichung und zeichnerisch (von y = 145 waagerecht
zur mittleren Geraden und von dort senkrecht auf die x-Achse zeichnen.)

Beachten Sie: Steigungen sind bei abfallenden Geraden negativ!
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